Практическое занятие 6 Поверхностные интегралы

6.1 Определение, свойства, вычисление и приложения поверхностного интеграла 1-го рода
6.2 Определение, свойства и вычисление поверхностного интеграла 2-го рода
6.1 Определение, свойства, вычисление и приложения поверхностного интеграла 1-го рода

Определение поверхностного интеграла 1 го рода. Пусть в точках кусочно-гладкой поверхности 
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 (рисунок 6. 1).

[image: image21.png]



Рисунок 6. 1 – Разбиение поверхности 
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называется интегральной суммой для функции 
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Поверхностным интегралом 1-го рода  от функции 
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 называется предел (если он существует) интегральной суммы (6.1) при 
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функция 
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 называется интегрируемой по поверхности 
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, поверхность 
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 – поверхностью интегрирования, 
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Свойства поверхностного интеграла 1-го рода. Основными свойствами поверхностного интеграла 1 го рода являются:
– 
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– (аддитивность) если поверхность 
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 состоит из двух частей 
[image: image45.wmf]1

W

 и 
[image: image46.wmf]2

W

, 
[image: image47.wmf]12

W=WÈW

, а пересечение 
[image: image48.wmf]1

W

 и 
[image: image49.wmf]2

W

 состоит лишь из границы, их разделяющей, и функция 
[image: image50.wmf](

)

;;

fxyz

 интегрируема на 
[image: image51.wmf]1

W

 и 
[image: image52.wmf]2

W

, то функция 
[image: image53.wmf](

)

;;

fxyz

 также интегрируема на поверхности 
[image: image54.wmf]W

 и справедлива формула:

[image: image55.wmf](

)

(

)

(

)

12

;;;;;;

fxyzdSfxyzdSfxyzdS

WWW

=+

òòòòòò

;
–  (монотонность) если на поверхности 
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 выполнено неравенство 
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– (оценка интеграла) 
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– (теорема о среднем) если 
[image: image60.wmf](

)

;;

fxyz

 непрерывна на поверхности 
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где 
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 – площадь поверхности 
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Вычисление поверхностного интеграла 1 го рода. Вычисление поверхностного интеграла 1-го рода сводится к вычислению двойного интеграла по области 
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Параметрическое задание поверхности. Поверхность 
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 задана параметрическими уравнениями
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Тогда поверхностный интеграл 1-го рода вычисляется по формуле
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Явное задание поверхности 
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 поверхность, заданная уравнением 
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Неявное задание поверхности. Поверхность 
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 задана неявно уравнением 
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 удовлетворяет условиям теоремы о существовании неявной функции. Поэтому уравнение 
[image: image94.wmf](

)

,,0

Fxyz

=

 определяет функцию 
[image: image95.wmf](

)

,

zzxy

=

, для которой 
[image: image96.wmf]x

x

z

F

z

F

¢

¢

=-

¢

; 
[image: image97.wmf]y

y

z

F

z

F

¢

¢

=-

¢

.

Тогда из (6.4) имеем 
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где 
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 – проекция поверхности на плоскость 
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 выражается из уравнения поверхности.

Приложения поверхностных интегралов 1 го рода. Поверхностные интегралы 1-го рода применяются для вычисления:

– площади поверхности 
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– массы материальной поверхности 
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 с непрерывно распределенным веществом известной плотности 
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– статических моментов 
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– координат центра тяжести 
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– моментов инерции 
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6.2 Определение, свойства и вычисление поверхностного интеграла 2-го рода

Определение поверхностного интеграла 2 го рода. Пусть двусторонняя поверхность 
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называется интегральной суммой для функции 
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Обозначим через 
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Поверхностным интегралом 2-го рода от функции 
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функция 
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 называется интегрируемой по поверхности 
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Аналогично определяются поверхностные интегралы 2-го рода по выбранной стороне поверхности 
[image: image171.wmf]W

 по переменным 
[image: image172.wmf]y

 и 
[image: image173.wmf]z

, 
[image: image174.wmf]z

 и 
[image: image175.wmf]x

 от непрерывных функций 
[image: image176.wmf](

)

;;

Pxyz

 и 
[image: image177.wmf](

)

;;

Qxyz

, определенных в точках двухсторонней поверхности 
[image: image178.wmf]W

, соответственно:


[image: image179.wmf](

)

(

)

(

)

0

1

;;lim;;

n

iiii

yz

i

PxyzdydzP

l

xhz

®

=

W

=×W

å

òò

;

(6.13)


[image: image180.wmf](

)

(

)

(

)

0

1

;;lim;;

n

iiii

zx

i

QxyzdzdxQ

l

xhz

®

=

W

=×W

å

òò

.

(6.14)
Общим поверхностным интегралом 2-го рода называется интеграл вида 
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Если 
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 – замкнутая двусторонняя поверхность, то поверхностный интеграл 2-го рода по внешней стороне ее обозначается 
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Свойства поверхностного интеграла 2-го рода. Поверхностный интеграл 2-го рода обладает следующими свойствами:
– для общего поверхностного интеграла 2-го рода справедливо равенство:
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– (линейность) если 
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 — произвольные постоянные числа, функции 
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 также интегрируема по выбранной стороне поверхности 
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– (аддитивность) если поверхность 
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где 
[image: image214.wmf]S

 – площадь поверхности;
– (ориентированность) если 
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Вычисление поверхностного интеграла 2 го рода. Вычисление поверхностного интеграла 2-го рода сводится к вычислению двойного интеграла, учитывая проекции поверхности на соответствующие плоскости: 
а) 
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где 
[image: image221.wmf]xy
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 – проекция 
[image: image222.wmf]W

 на плоскость 
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где 
[image: image230.wmf]yz
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где 
[image: image239.wmf]xz
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Общий поверхностный интеграл 2-го рода и поверхностный интеграл 1-го рода связаны соотношением:
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где 
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 координаты единичного вектора 
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 нормали к поверхности 
[image: image255.emf]W
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Координаты вектора 
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 определяются заданием поверхности 
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Таблица 6.1 – Координаты вектора 
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Замечание. Если угол 
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), то вектор нормали равен (
[image: image290.emf]n
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Вопросы для самоконтроля

1 Дайте определение поверхностного интеграла 1-го рода.

2 Перечислите свойства поверхностного интеграла 1-го рода.

3 Как вычисляется поверхностный интеграл 1-го рода в случаях: а) параметрического, б) явного, в) неявного заданий поверхности?

4 Для вычисления каких величин используется поверхностный интеграл 1-го рода?
5 Дайте определение поверхностного интеграла 2-го рода.

6 Перечислите свойства поверхностного интеграла 2-го рода.

7 Как вычисляется поверхностный интеграл 2-го рода?

8 Какой формулой выражается связь между поверхностными интегралами 1-го и 2-го рода?

Решение типовых примеров

1 Вычислить 
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Подставляя в формулу (6.3), получим 
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2 Вычислить интеграл 
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Решение. Данная поверхность 
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 представляет собой часть плоскости 
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, расположенную в первом октанте (рисунок 6. 2). 

Запишем уравнение плоскости в виде 
[image: image320.wmf]3

22

2

zxy

=--

. Тогда 
[image: image321.wmf]'

2

x

z

=-

, 
[image: image322.wmf]'

3

2

y

z

=-

.

[image: image323.png]



Рисунок 6. 2 – Поверхность интегрирования 
к типовому примеру 2

Используя формулу (6.4), имеем
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3 Вычислить площадь поверхности 
[image: image330.wmf]W

, заданной уравнением 
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Решение. По условию 
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По формуле (6.6) получаем 
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 – проекция 
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 на плоскость 
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Для вычисления интеграла перейдем к полярным координатам 
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Отсюда имеем 
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4 Вычислить 
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, где 
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 – часть конической поверхности 
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Решение. Поверхность 
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 задана неявно уравнением 
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По формуле (6.5) получим
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5 Вычислить 
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Решение. Поверхность 
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 представляет собой параболоид, заданный явно уравнением 
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Для вычисления интеграла перейдем к полярным координатам: 
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якобиан отображения равен 
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6 Вычислить 
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 есть внешняя сторона сферы 
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Решение. Поверхность задана неявно уравнением 
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Область 
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 – часть круга, лежащая в первой четверти: 
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якобиан отображения есть 
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7 Вычислить 
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Решение. Зададим поверхность 
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 параметрическими уравнениями
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Тогда получим
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8 Вычислить интеграл 
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Рисунок 6. 3 – Поверхность интегрирования 
к типовому примеру 8
Найдем значения направляющих косинусов
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Задания для аудиторной работы
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5 Вычислить поверхностные интегралы 2-го рода по поверхностям:
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[image: image523.wmf]2
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ж) 
[image: image526.wmf]222

xdydzydxdzzdxdy
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, где 
[image: image527.wmf]W

 – внешняя сторона полной поверхности конуса 
[image: image528.wmf]222
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и) 
[image: image530.wmf](
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, где 
[image: image531.wmf]W

 – внутренняя сторона части поверхности 
[image: image532.wmf]2
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, отсеченной плоскостями 
[image: image533.wmf]4
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к) 
[image: image536.wmf]333
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, где 
[image: image537.wmf]W

 – внешняя сторона на поверхности пирамиды, образованной плоскостями 
[image: image538.wmf]1
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[image: image542.wmf](
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[image: image543.wmf]W

 – внешняя сторона части параболоида 
[image: image544.wmf]22
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, отсеченной плоскостью 
[image: image545.wmf]2
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 и расположенной над плоскостью 
[image: image546.wmf]Oxy
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[image: image547.wmf]xdydzydxdzzdxdy
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, где 
[image: image548.wmf]W

 – внешняя сторона цилиндра 
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Задания для домашней работы

1 Вычислить поверхностные интегралы 1-го рода по поверхностям:

а) 
[image: image552.wmf]22
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, где 
[image: image553.wmf]W

 – часть поверхности 
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б) 
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[image: image557.wmf]W

 – часть поверхности 
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[image: image562.wmf]W

 – часть плоскости 
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[image: image566.wmf]W

 – часть поверхности 
[image: image567.wmf]2
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[image: image571.wmf]W

 – часть поверхности 
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[image: image574.wmf]2
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, где 
[image: image575.wmf]W

 – часть цилиндрической поверхности 
[image: image576.wmf]2
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, отсеченная плоскостями 
[image: image577.wmf]2
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[image: image578.wmf]0
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2 Найти площадь части плоскости 
[image: image579.wmf]1
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, заключенной между координатными плоскостями.

3 Найти массу части цилиндрической поверхности 
[image: image580.wmf]2
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4 Вычислить площадь части поверхности параболоида 
[image: image584.wmf]22
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5 Найти площадь части конуса 
[image: image586.wmf]22
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6 Вычислить поверхностные интегралы 2-го рода по поверхностям:

а) 
[image: image588.wmf]2
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[image: image589.wmf]W

 – внешняя сторона поверхности эллипсоида 
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[image: image592.wmf]W

 – внешняя сторона плоскости 
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[image: image595.wmf]W

 – часть поверхности параболоида 
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[image: image599.wmf]W

 – внешняя сторона части поверхности 
[image: image600.wmf]22

4

169

xy

z

=--

, отсеченной плоскостью 
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 – внутренняя сторона поверхности 
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[image: image605.wmf]0

x

=

, 
[image: image606.wmf]xa

=

;
е) 
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 – внутренняя сторона поверхности 
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ж) 
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, где 
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 – внутренняя сторона части полусферы 
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[image: image616.wmf]22

xyz

=+

;

и) 
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, где 
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 – внешняя сторона замкнутой поверхности, образованной параболоидом 
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Практическое занятие 7 Кратные и поверхностные интегралы

7.1 Формула Остроградского-Гаусса

7.2 Формула Стокса
7.1 Формула Остроградского-Гаусса

Формула Остроградского-Гаусса устанавливает связь между поверхностными интегралами 2-го рода по замкнутой поверхности и тройными интегралами по пространственной области, ограниченной этой поверхностью.

Теорема 1 Пусть 

1) 
[image: image629.wmf]Q

 – элементарная относительно оси 
[image: image630.wmf]Oz

 замкнутая область, ограниченная поверхностью 
[image: image631.wmf]W
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2) функции 
[image: image632.wmf](
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, 
[image: image633.wmf](
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, 
[image: image634.wmf](
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Rxyz

 непрерывны вместе со своими частными производными первого порядка в области 
[image: image635.wmf]Q

.

Тогда справедлива формула Остроградского-Гаусса
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(7.1)
Формула Остроградского-Гаусса (7.1) справедлива для любой области 
[image: image637.wmf]Q

, которую можно разбить на конечное число элементарных областей. Также формулу Остроградского-Гаусса можно использовать для вычисления поверхностных интегралов 2-го рода по замкнутым поверхностям.
Для вычисления объема тела, ограниченного замкнутой поверхностью 
[image: image638.wmf]W

, используется формула:
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(7.2)
7.2 Формула Стокса

Формула Стокса устанавливает связь между поверхностными интегралами и криволинейными интегралами.

Теорема 2 Пусть 

1) 
[image: image640.wmf]W

 – элементарная относительно оси 
[image: image641.wmf]Oz

 поверхность, заданная уравнением 
[image: image642.wmf](
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 – непрерывны в замкнутой области 
[image: image646.wmf]G

, проекции 
[image: image647.wmf]W

 на 
[image: image648.wmf]Oxy

;

2) 
[image: image649.wmf]G

 – контур, ограничивающий область 
[image: image650.wmf]W

, 
[image: image651.wmf]1
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 – его проекция на плоскость 
[image: image652.wmf]Oxy

, являющаяся контуром, ограничивающим область 
[image: image653.wmf]G

;

3) функции 
[image: image654.wmf](
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, 
[image: image656.wmf](
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Rxyz

 непрерывны вместе со своими частными производными первого порядка на выбранной стороне поверхности 
[image: image657.wmf]W

.

Тогда имеет место формула Стокса
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Следствие. Если 
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, то
1) 
[image: image663.wmf]0
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;
2) подынтегральное выражение представляет собой полный дифференциал некоторой функции 
[image: image664.wmf](
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, для которой:


[image: image665.wmf]PdxQdyRdzdU
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.
Формула Стокса справедлива для любой области, которую можно разбить на конечное число элементарных областей указанного вида.

Учитывая, что 
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формулу Стокса можно записать в виде:
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Данную формулу легко запомнить, используя для подынтегрального выражения определитель:

[image: image671.wmf]coscoscos
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Вопросы для самоконтроля

1 Напишите формулу Остроградского-Гаусса и сформулируйте условия, при которых эта формула верна.

2 Напишите формулу Стокса и сформулируйте условия, при которых эта формула верна.

Решение типовых примеров
1 Вычислить интеграл 
[image: image672.wmf]xdydzydzdxzdxdy
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, где поверхность 
[image: image673.wmf]W

 есть внешняя сторона пирамиды, ограниченной плоскостями 
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 (рисунок 7. 1).
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Рисунок 7. 1 – Поверхность интегрирования 
к типовому примеру 1
Решение. Используя формулу Остроградского-Гаусса (7.1), имеем
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2 Вычислить 
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где 
[image: image683.wmf]W

 – внешняя сторона поверхности шара 

[image: image684.wmf](

)

(

)

22

2

159

xyz

-+++=

.
Решение. Имеем:
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Отсюда 
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По формуле Остроградского-Гаусса (7.1) получим

[image: image689.wmf]3

4

22372

3

Q

Idxdydz

pp

==××=

òòò

,
так как 
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 численно равен объему шара радиуса 
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3 Вычислить интеграл 
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, используя формулу Стокса, где 
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взяв в качестве поверхности полусферу (рисунок 7. 2)
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Решение. Так как 
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по формуле Стокса (7.3), получаем
[image: image698.png]



Рисунок 7. 2 – Поверхность интегрирования 
к типовому примеру 3
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4 Вычислить 
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по контуру, где 
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Решение. Имеем


[image: image707.wmf]Pxy

=+

, 
[image: image708.wmf]Qxz

=-

, 
[image: image709.wmf]Ryz

=+

.

Тогда по формуле Стокса (7.3) получим


[image: image710.wmf](

)

(

)

(

)

110011

Idydzdzdxdxdy

W

=++-+-=

òò



[image: image711.wmf]1

2221

2

G

dtdzdydz

W

===×=

òòòò

.
где 
[image: image712.wmf]G

 – плоскость 
[image: image713.wmf]ABC
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 (внешняя сторона); это плоскость, отсекающая на осях координат отрезки длины единицы. Так как нормаль к внешней стороне плоскости образует с осью 
[image: image714.wmf]Ox

 угол 
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, то по правилу вычисления поверхностных интегралов 2-го рода можно записать:
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Имеем 
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, где 
[image: image718.wmf]D

 – треугольник прямоугольный в плоскости 
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 с катетами длины 1 (
[image: image720.wmf]D

 – проекция плоскости 
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 на плоскость 
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), а 
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 – площадь этого треугольника
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Задания для аудиторной работы

1 По внешней стороне замкнутой поверхности 
[image: image725.wmf]W

 тела 
[image: image726.wmf]Q

, заданного неравенствами 
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z

££

, вычислить интеграл 
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2 Вычислить 
[image: image730.wmf]xdydzydzdxzdxdy
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, где 
[image: image731.emf]W
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 – внешняя сторона поверхности 
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3 Вычислить 
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 – контур 
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 с вершинами 
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 в положительном направлении.
4 Вычислить 
[image: image739.wmf](
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, являющимся линией пересечения поверхностей 
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 и пробегаемый в положительном направлении (
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5 Вычислить 
[image: image744.wmf](
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, пробегаемый в положительном направлении.
6 Вычислить 
[image: image750.wmf]222
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, где 
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 – внешняя полная поверхность конуса 
[image: image752.wmf]222
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7 Вычислить 
[image: image754.wmf]333
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, где 
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 – внешняя сторона сферы 
[image: image756.wmf]222
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8 Вычислить 
[image: image757.wmf]222
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, где 
[image: image758.wmf]G

 – линия пересечения параболоида 
[image: image759.wmf]22
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 с координатными плоскостями.
9 Вычислить 
[image: image760.wmf](
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 – окружность 
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Задания для домашней работы

1 Вычислить 
[image: image764.wmf]222
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, где 
[image: image765.wmf]W

 – внешняя сторона поверхности куба 
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2 Вычислить 
[image: image769.wmf]xdydzydzdxzdxdy
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, где 
[image: image770.wmf]W

 – внешняя сторона пирамиды, ограниченной поверхностями 
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3 Вычислить 
[image: image775.wmf](
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[image: image776.wmf]G

 – контур треугольника, полученного в результате пересечения плоскости 
[image: image777.wmf]222
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 с координатными плоскостями в положительном направлении.
4 Вычислить 
[image: image778.wmf](

)

(

)

(

)

yzdxzxdyxydz

G

-+-+-

ò

Ñ

, где 
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 – эллипс 
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5 Вычислить 
[image: image782.wmf]2
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, где 
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 – внешняя сторона замкнутой поверхности: 
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 (часть сферы, накрывающая параболоид).
6 Вычислить 
[image: image786.wmf]23
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 – внешняя сторона замкнутой поверхности 
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